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Теория  размытых  моделей  представляет  собой  альтернативный 

способ формализации неточности и/или неполноты знаний по срав-

нению  с  подходом,  основанным  на  нечетких  множествах,  предло-

женным  Лотфи  Заде.  При  использовании  размытых  моделей  для 

формализации  знаний  о  предметных  областях  возникает  необходи-

мость количественно описать степень неопределенности и размыто-

сти этих моделей. В  статье были рассмотрены различные  количест-

венные  характеристики,  учитывающие  неопределенность  конечных 

размытых  моделей.  В  работе  представлены  различные  методы  фор-

мализации степени неопределенности размытой модели: вероятност-

ный подход, который учитывает степень случайности события в 

предметной  области;  нечеткий  подход,  связанный  с  неопределенно-

стью  понятий  в  этой  области;  и  объектный  подход,  описывающий 

неопределенность на уровне объектов. Также анализируется коэффи-

циент сепарабельности размытой модели, показывающий, на сколько 

независимых подмоделей можно разбить данную размытую модель. 

Ключевые  слова:  размытая модель,  энтропия, коэффициент 

сепарабельности. 

Введение 

В середине XX века американский математик Клод Шеннон ввел  по-

нятие информационной энтропии, которая интерпретируется  как мера 

неопределенности,  связанной  с  возможными  символами  или  исходами 

[Shannon,  1945].  Это  мера  неопределенности  или  среднего  количества 

информации, связанного с набором вероятностей в системе. 

В 1972 году Альфредо Де Лука и Сеттимо Термини впервые  предло-

жили рассматривать энтропию нечеткого множества [De Luca et al., 1972] 

– меру неопределённости в системах с нечётко определёнными парамет-
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рами, расширяющая классическую концепцию Шеннона на нечеткие 

множества. На сегодняшний день существует порядка двадцати альтерна-

тивных  определений  энтропии  нечеткого  множества,  отражающие  раз-

личные аспекты неопределенности, заложенной в понятие нечеткого 

множества [Al-Sharhan et al., 2001]. 

Энтропия имеет важное значение для анализа и проектирования нечет-

ких  систем,  поскольку  она  позволяет  количественно  оценивать  уровень 

неопределенности и оптимизировать управление этими системами. Это, в 

свою  очередь,  способствует  повышению  надежности  гипотез,  выдвигае-

мых интеллектуальными системами [Кобринский и др., 2024]. В отличие 

от классической теории вероятностей, в  нечетких системах энтропия от-

ражает  степень  неопределенности,  связанную  с  принадлежностью  эле-

ментов к нечетким множествам. 

Теория размытых моделей является альтернативным подходом к фор-

мализации  неточности  и/или  неполноты знаний  по отношению к форма-

лизации с помощью нечетких множеств, предложенных Лотфи Заде 

[Yakhyaeva et al., 2023a], [Пальчунов, 2022]. В отличие от функциональ-

ных нечётких логик, в которых не выполняются те или иные базовые ло-

гические тождества (такие, как, закон невозможности противоречия, закон 

исключённого  третьего  и  др.),  в  теории  размытых  моделей  сохраняются 

все теоретико-модельные тождества, то есть она является консервативным 

расширением классической теории моделей. Это с одной стороны решает 

проблему логических противоречий нечетких логик (в стиле Л.Заде), а с 

другой стороны даёт возможность одновременной работы как с классиче-

скими, так и с нечеткими моделями.  

При формализации знаний о предметных областях с помощью размы-

тых  моделей  также  встает  вопрос  о  количественном  описании  степени 

неопределнности/размытости  этих  моделей.  Важно  различать  два  основ-

ных типа неопределенности: вероятностную (стохастическую) и нечеткую 

(лингвистическую).  Вероятностная  неопределенность  связана  со  случай-

ностью возникновения событий в предметной области. Описание количе-

ственных  характеристик  такой  неопределенности  в  размытых  моделях 

посвящен параграф 2 данной статьи.  

Нечеткая неопределенность относится к неоднозначности, расплывча-

тости  или  отсутствию  четких  границ  в  определении  самих  понятий  или 

множеств. Энтропии нечеткого множества, рассматриваемые в параграфе 

3, направлены на количественную оценку этого типа неопределенностей в 

размытой модели. 

При  рассмотрении  нечетких  неопределённостей  акцент  делается  на 

неопределенность понятий, но не объектов предметной области.  Описа-

нию  объектной  (или  семантической)  неопределенности  посвящен  пара-

граф 4 данной статьи. 
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Рассматривая события, происходящие в предметной области мы стал-

киваемся  с  понятием  независимых  событий,  т.е.  когда  исход  одного  из 

которых не влияет на вероятность наступления другого. Исходя из этого, 

размытая  модель  может  быть  разложена  на  произведение  независимых 

друг  от  друга  подмоделей.  Описанию  таких  разложений  и  их  количест-

венной характеристики посвящен параграф 5 данной статьи.  

1. Основные определения и обозначения 

Рассмотрим  некоторую  предметную  область  ,  описываемую  языком 

(сигнатурой)  .  В  данной  работе  (для  упрощения  изложения)  мы  будем 

рассматривать  чисто  предикатную  сигнатуру,  т.е.  не  содержащую  функ-

циональных символов и символов констант. Через      будем обозначать 

множество предложений сигнатуры  , а через       – множество атомар-

ных предложений сигнатуры  .  

Мы  будем  говорить  об  истинности  формул  на  размытой  модели   . 

Для того чтобы говорить не об истинности произвольных формул, а толь-

ко  об  истинности  предложений,  будем  обогащать  сигнатуру    новыми 

константами. Будем использовать сигнатуру                  , где 

                . При этом на    будет выполняться  
 

  
      . 

Определение 1. [Яхъяева, 2025] Тройку            будем называть 

размытой моделью, если истинностная функция        
         

является аддитивной нечеткой мерой, определенной на алгебре 

Линденбаума-Тарского     
   . 

Размытую  модель     будем  называть  точной  (или  классической), 

если ее истинностная функция   принимает только значения 0 или 1, т.е. 

       
       . 

Обозначим  через        класс всех размытых моделей сигнатуры  , 

определенных  на  множестве    и  через             –  класс  всех  точных 

моделей сигнатуры  , определенных на множестве  . Очевидно, что 

               . 

Размытую  модель     будем  называть  конечной,  если  она  определена 

на конечном множестве   и описывается конечной сигнатурой  , т.е. если 

множество атомарных предложений        – конечно. 

Заметим,  что  если           ,  то             
 .  Однако,  по 

Теореме  о  разложении  (сформулированной  и  доказанной  в  следующем 

параграфе) мощность класса         будет континуальной.  

Данная стать посвящена изучению конечных размытых моделей. 
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2. Прецедентная энтропия размытой модели 

Одним из подходов к описанию меры неопределенности размытой мо-

дели    является явное описание класса прецедентов предметной области 

 ,  формализованных  при  помощи  размытой  модели   .  Для  этого  нам 

понадобится понятие взвешенной суммы. 

Определение 2. Будем говорить, что размытая модель            

раскладывается во взвешенную сумму размытых моделей 

   
        

          
        

 ,  если  найдется  такая  последователь-

ность чисел                 , что 

1.            

2. Для любого предложения          выполняется 

           
            

     

Будем записывать           
          

 

Теорема 1 (о разложении). Любая конечная размытая модель раскла-

дывается во взвешенную сумму точных моделей. 

Доказательство. Рассмотрим конечную размытую модель 

          .  Пусть   
   

                 
 .  Для  каждого  предложения 

     
   

   и  для  каждой  алгебраической  системы             введем 

обозначения  

 
 

 
  

        

         

  

Определим отображение      
            следующим образом: 

         

 
     

 
        

 
   

где           . 

Покажем, что модель    раскладывается во взвешенную сумму 

            

          

  

Для этого нам необходимо проверить свойства из Определения 2. 

(1) В силу аддитивности нечеткой меры   получим:  
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(2) Рассмотрим предложение        .  Введем обозначение: 

     

 
     

 
        

 
              

Так  как  модель     конечная,  то  предложение    представимо  в  виде 

СКНФ,  содержащей  все  атомарные  предложения  сигнатуры   ,  т.е.  най-

дутся такие             , что  

           

В силу аддитивности меры   получим 

         
        

      
        

   

где             и      . 

А так как модель    (для любого         ) является точной, то  

  
   

                            

Таким образом,          
   

   
        

   
   

   
Откуда и следует выполнение свойства (2).  

Теорема доказана. 

Отображение      
           ,  определенное  выше,  назовем  рас-

пределением, соответствующем размытой модели   .  

Класс точных моделей  

   
       

                

назовем  классом  прецедентов  предметной  области  ,  формализуемой 

посредством размытой модели   .  

Заметим, что чем меньше различных прецедентов имеет место быть в 
данной предметной области, тем меньше неопределенностей в ней возни-
кает, и если предметная область содержит ровно один прецедент, то опи-
сывающая ее модель становится точной. 

Таким  образом,  мы  можем  задать  первую  характеристику  неопреде-
ленности размытой модели 

Определение 3. Рассмотрим размытую модель    и класс прецеден-

тов    
,  соответствующий  этой  модели. Прецедентной  энтропией 

размытой модели    назовем величину, заданную следующим образом:  

       

    
 

          
  

Для  любого  прецедента      
  меру       можно  интерпритировать 

как  "значимость"  прецедента    для  данной  предметной  области.  Таким 

образом, если      стремится к нулю, то прецедент   является "несуще-
ственным" для данной предметной области. 
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Рассматривая  класс  точных  моделей  как  значения  некоторой  случай-

ной  величины,  а  распределение      
             как  вероятностное 

распределение  этой  случайной  величины,  мы  можем  ввести  понятие  эн-

тропии Шеннона для размытой модели. 

Определение 4. Рассмотрим размытую модель    и соответствую-

щее ей распределение      
           . Энтропией Шеннона размы-

той модели    назовем величину, заданную следующим образом: 

                        

     

  

Очевидно, что чем больше значения прецедентной энтропии и энтро-

пии Шеннона, тем больше неопределенности заложено в размытой моде-

ли   . Модель    имеет максимальную степень неопределенности, если 

описываемая ею предметная область содержит всевозможные точные мо-

дели как прецеденты и  при этом все прецеденты равновероятны. В этом 

случае           и                 . 

3. Энтропии нечеткого множества 

В классической теории моделей атомарная диаграмма модели – это не-

которое  подмножество  множества         всех  атомарных  предложений 

данной  сигнатуры.  Атомарная  диаграмма  модели  описывает  знания  об 

истинности  базовых  (атомарных)  понятий  данной  предметной  области. 

Поскольку мы имеем дело с моделями, в которых все предложения имеют 

оценочную  характеристику  (нечеткую  оценку),  то  под  атомарной  диа-

граммой  размытой  модели     будем  понимать  нечеткое  подмножество 

множества       , функция принадлежности которого совпадает с мерой 

 , определяющей сигнатуру этой модели. 

Множество упорядоченных пар                                 

будем называть атомарной диаграммой размытой модели   . 

В  работе  [Yakhyaeva,  2025]  было  показано,  что  атомарная  диаграмма 

(в отличие от классического случая) не описывает однозначно размытую 

модель. С другой стороны, означивание всех бескванторных предложений 

данной сигнатуры является избыточным условием для однозначного опи-

сания размытой модели. 

Пусть                       
  Обозначим через        множество всех 

позитивных конъюнктов сигнатуры   , т.е.                     

     
      

 . Тогда множество упорядоченных пар 

                                  

будем называть позитивной диаграммой размытой модели   . 
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Теорема 2. [Yakhyaeva, 2025] Любая размытая модель однозначно за-

дается своей позитивной диаграммой. 

Таким  образом,  рассматривая  различные  нечеткие  энтропии  позитив-

ной диаграммы размытой модели, мы можем ввести дополнительные ха-

рактеристики неопределенности размытой модели. 

В  качестве  примера  приведем  формулировки,  в  контексте  размытых 

моделей, энтропий Де Луки-Термини [Sheikh et. al., 2018] и индекс нечет-

кости Кауфмана [Kral, 2005].  

Определение 5. Рассмотрим размытую модель    и соответствую-

щую  ей  позитивную  диаграмму       .  Энтропией  Де  Луки-Термини 

размытой модели    назовем величину, заданную следующим образом: 

                                               

        

  

Энтропия Де Луки и Термини более тесно связана с теорией информа-

ции  и  акцентирует  внимание  на  неопределенности,  подобно  энтропии 

Шеннона.  Также,  как  и  в  энтропии  Шеннона,  работает  соглашение,  что 

         . Исходя из этого мы получаем, что       принимает нуле-

вое значение тогда и только тогда, когда позитивная диаграмма размытой 

модели        является четким множеством. А это, в свою очередь, яв-

ляется необходимым и достаточным условием того, что модель    явля-

лась точной. 

Индекс нечеткости Кауфмана проще в вычислении и фокусируется на 

геометрической интерпретации нечеткости как расстояния до четкого 

множества.  Индекс  нечеткости  измеряет,  насколько  нечеткое  множество 

отличается  от  ближайшего  четкого  множества,  основываясь  на  расстоя-

нии (обычно евклидовом или Хэмминга). 

Определение  6.  Рассмотрим  размытую  модель     и  соответствую-

щую ей позитивную диаграмму         Индексом нечеткости Кауфма-

на размытой модели    назовем величину, заданную следующим образом: 

       
 

    
                     

        

  

где           . 

Не трудно проверить, что           тогда и только тогда, когда мо-

дель    является точной. 

Предложение 1. Рассмотрим размытую модель    
         .  

Тогда 
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где           . 

Таким образом, если размытая модель характеризуется максимальным 

индексом нечеткости Кауфмана, то она имеет почти минимальную преце-

дентную  энтропию,  т.е.  она  раскладывается  во  взвешенную  сумму  всего 

лишь  двух  точных  моделей.  Однако  эти  модели  образуют  контрарную 

пару, т.е. максимально «удалены» друг от друга. 

4. Объектная энтропия размытой модели 

Во втором параграфе, рассматривая характеристики неопределенности 

размытой модели, мы рассматривали только количество прецедентов 

предметной области и их вероятностное распределение. Но мы не сравни-

вали прецеденты между собой. Однако, у  нас может сложится ситуация, 

когда имеются две различные размытые модели, обладающие одним и тем 

же количеством прецедентов и одним и тем же вероятностным распреде-

лением,  заданном  на  классах  этих  прецедентов.  Тогда  прецедентные  эн-

тропии и энтропии Шеннона таких моделей будут равны.  

Однако, если мы  посмотрим на структуру этих прецедентов, то в од-

ном случае они могут лишь не значительно отличаться друг от друга, а в 

другом случае, например, содержать контрарные пары прецедентов. Оче-

видно, что в этом случае степени неопределенности у них будут разные.  

И нам нужны величины, отражающие эти различия.  

Определение 7. [Yakhyaeva, 2023b] Пусть    
        

  и 

   
          размытые модели  одной сигнатуры  . Будем гово-

рить, что размытая модель    
 является подмоделью размытой мо-

дели    
 (обозначение    

    
), если     и для любого бесквантор-

ного предложения           имеет место              . 

Пусть    
         . Заметим, что так как в начале данной статьи мы 

договорились рассматривать чисто предикатную сигнатуру  , то для любого 

подмножества     возможно построить подмодель    
        

 .  

Подмодель    
 модели    

 будем называть ядерной, если она являет-

ся  точной  моделью,  т.е.  если    
         .  Заметим,  что  у  размытой 

модели может быть более одной ядерной подмодели. Модель, определен-

ную на объединение носителей всех ядерных подмоделей, будем называть 

ядром размытой модели    
 и обозначать через         

 . Если же раз-

мытая модель    
 не имеет ядерных подмоделей, то будем говорить, что 

она обладает пустым ядром и записывать        
     . 



128 

Подмодель    
  будем  называть  телом  размытой  модели    

  и  обо-

значать  через         
 ,  если        

         и  для  любой  модели    
 

такой, что    
    

    
 выполняется условие:        

     .  

Заметим,  что  если  модель    
  является  точной,  то  она  совпадает  со 

своим ядром. В этом случае         
     . Исходя из этого мы можем 

ввести еще одну характеристику неопределенности размытой модели. 

Определение  8.  Рассмотрим  размытую  модель    
        

 ,  об-

ладающую  телом  Body    
       

        
 .  Объектной  энтропией 

размытой модели    назовем величину, заданную следующим образом:  

     
   

   

   
  

Таким образом, если размытая модель обладает пустым ядром, то она 
имеет  максимальную  объектную  энтропию,  равную  1.  Если  же  модель 
является точной, то ее объектная энтропия равна 0. 

Предложение 2. Рассмотрим размытую модель    
        

 .  

Тогда 

     
               

       

Таким  образом,  данное  предложение  утверждает,  что  если  размытая 
модель имеет максимальную прецедентную энтропию, то она будет иметь 
и  максимальную  объектную  энтропию.  Обратное  утверждение  будет  не 
верно.  

5. Коэффициент сепарабельности размытой модели 

Одной из ключевых концепций теории вероятности и статистики является 
понятие  независимости  событий.  Она  позволяет  проводить  более  точные  и 
простые расчеты,  так  как можно  использовать  более  простые формулы для 
нахождения  совместной  вероятности.  Независимые  события  имеют  важное 
значение  в  областях,  где  необходимо  анализировать  случайные  процессы. 
Также независимость событий можно рассматривать в ключе решения про-
блемы сепарабельности квантовых систем [Яхъяева и др., 2024]. 

При  вероятностном  подходе  к  изучению  свойств  размытых  моделей 
мы  можем  говорить  о  независимости  различных  событий,  описываемых 
размытой моделью. Независимость событий мы будем формализовывать, 
используя понятие сепарабельного произведения моделей.  

Определение  9.  Пусть     
            

        
            

   раз-

мытые  модели  одной  сигнатуры  .  Сепарабельным  произведением  мо-

делей     
          

 будем называть класс размытых моделей 

   
      

 

       , для которых выполняются условия: 
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a) Для любого           выполняется:    
 

    
   

b) Для любых             выполняется:  

               
   

      
      

где          
  и          

 . 

Заметим, что не для любых моделей существует сепарабельное произ-

ведение.  Необходимым  и  достаточным  условием  существования  сепара-

бельного произведения моделей     
          

 является условие, что либо  

   

 

   
  , либо существование общей подмодели с носителем    

 

   
. 

Будем говорить, что модель    
 раскладывается в сепарабельное про-

изведение подмоделей      
          

, если    
     

       
. 

Модель,  которая  не  раскладываются  в  сепарабельное  произведение 

будем называть запутанной [Yakhyaeva et al., 2024]. В противном случае 

модель будем называть сепарабельной [Yakhyaeva, 2023c]. 

Предложение 3. Любая размытая модель    
 с непустым ядром рас-

кладывается в сепарабельное произведение своего ядра и тела, т.е.  

   
        

            
   

Заметим, что тело размытой модели не всегда раскладывается в сепа-

рабельное произведение своих подмоделей.  

Пусть    
        

       
        

. Данное разложение в се-

парабельное произведение назовем каноническим, если модели 

    
          

 являются запутанными. Если модель    
 является моделью 

с  пустым  ядром,  то  ее  каноническое  разложение  выглядит  следующим 

образом:    
     

        
.  Если  же  модель  является  запутанной, 

то ее каноническое разложение совпадает с самой моделью. 

Теорема  3.  Для  любой  размытой  модели  существует  единственное 

каноническое разложение в сепарабельное произведение ее подмоделей. 

Используя утверждение Теоремы 3, мы можем теперь ввести еще одну 

количественную характеристику неопределенности размытой модели. 

Определение 10. Рассмотрим размытую модель    
         . Ко-

личество запутанных моделей, входящих в каноническое разложение мо-

дели    
 в сепарабельное произведение назовем коэффициентом сепара-

бельности модели    
 и будем обозначать через        

 . 

Рассмотрим размытую модель    
 и ее прецедентную энтропию 

      
   

 

  
, где             и         . Не трудно понять, что 

       
      тогда и только тогда, когда      , т.е. модель    

 является 
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точной. Если же        
             , то      

 . Следовательно, если 

размытая  модель  является  сепарабельной,  то  она  формализуется  как  ми-

нимум четырьмя прецедентами. 

Заключение 

В статье были проанализированы различные количественные характе-

ристики  учета  неопределенности  конечных  размытых  моделей.  Общей 

чертой  всех  этих  характеристик  является  то,  что  они  достигают  своего 

минимального  значения,  когда  модель  точна,  и  увеличиваются  с  ростом 

неопределенности.  Однако  максимальные  значения  этих  характеристик 

наблюдаются на различных размытых моделях. Это объясняется тем, что 

каждая из характеристик предоставляет свое уникальное понимание неоп-

ределенности, присущей размытой модели. 

Например, прецедентная энтропия  и энтропия Шеннона акцентируют 

внимание на вероятностных (статистических) аспектах размытой модели. 

В  то  время  как  энтропии  нечетких  множеств  и  объектная  энтропия  рас-

сматривают семантический подход к описанию неопределенности размы-

той модели. 

Особый интерес представляет коэффициент сепарабельности размытой 

модели, который  указывает, на сколько независимых подмоделей можно 

разделить  данную  размытую  модель.  Определение  этого  коэффициента 

связано с семантикой размытой модели (т.е. с ее истинностной функцией), 

но также прослеживается и связь с вероятностным распределением преце-

дентов размытой модели. 

В  дальнейшем  мы  планируем  более  подробно  изучить  взаимосвязь 

статистических и семантических характеристик размытых моделей и опи-

сать закономерности этих взаимосвязей.  
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